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Reversao no tempo
Propriedade de Markov: simétrica no tempo;
Convergéncia ao equilibrio: assimétrica
Distribuicao inicial de equilibrio: restaura simetria temporal

Teorema 1. Seja P irredutivel e com distribuicdo invariante 7, e
X ~ CM(m,P). Dado N >0, seja Y, = Xy—pn, n=0,..., N.

Entdo (Yn)o<n<n ~ CM(7, P), onde P = (P,)x yes é dada por

P,, = P, (& FXISXy =, Py).

Tx
Além disso, P é irredutivel e tem distribuicdo invariante .

Dem. Vamos verificar que

1) P ¢ estocastica: dado x € S,

inv 1

o * 1 nv —
ZyGS PXY — T ZyGS Tr}’P)’X - FXWX =1

*Lembre que mx >0 Vx € S.




Dem. do Teorema 1 (cont)

2) m é invariante para P: dado x € S, 1

A
ZWXPXy = ZWyPyX =y, Z Py =m,.
x€eS XES XES

3) PM: Dados xp,...,xy € S,

P(Y():Xo,Yl:Xl...,YN:XN)
:P(Xo :XN,Xl :XNfl...,XN :Xo)

= Ty Pxysn_y = * Pxaxo "
™
= ﬂ-va(A_ll PXNXN—1 Txn_1 PXN—1XN_2 . PX1X0 S
'E,XNAXN
= laxNﬂXN FA)XN,QXN71 o FA’Xoxl Txg (2)

e concluimos da Propo 1, Allbum 1, que (Yn)o<n<n ~ CM(m, f’).



Dem. do Teorema 1 (cont)
4) Irredutibilidade: Da irredutibilidade de P, temos que, dados

x,y €S, existem n>0e x = Xxp,...,X, = y tais que
Puoxi =+ Pxy_1xs > 0.
~ D A (172) T
Ent30 Pex, i Paxo = ﬁpxm o+ Py, _yx, > 0. g

Def. Dadas uma matriz estocastica P e uma medida p, dizemos
que u e P estdo em equilibrio detalhado (ED), se

:U'xny = MyPva Vx,y €8 (3)

Lema 1. Se u e P estiverem em equilibrio detalhado, entdo y é
invariante para P.

Dem. Somando (3) em y € S: )

—
S o= Y b = 3 P = i :
yeS yes yeS



Reversibilidade

Def. Dada X ~ CM(y, P), dizemos que X ¢é reversivel se para todo
N =0, (Xn-n)o<n<n ~ CM(p, P).

Teorema 2. Sejam P uma matriz estocastica irredutivel e © uma
probabilidade em S. Suponha que X ~ CM(u, P). Ent3o as duas
afirmacGes a seguir sdo equivalentes.

(i) X é reversivel;
(ii) e P estdo em equilibrio detalhado.

Dem. (ii = i) Do Lema 1, temos que p é invariante para P; de (3)
e da definicdo de P, temos que P = P. Do Teorema 1, temos que

(Yn)o<nen ~ CM(p, P).
(i = ii) Da definicdo de reversibilidade com N = 1:
]P)(X():X,Xl:y):P(X():y,Xlzx) O

Hx Pxy Hy Pyx




Reversibilidade (cont)

Obs. As identidades em (3) podem ser tratadas como um sistema
de equacoes lineares para p, cujas solugcdes ndo negativas, se
houver, sdo medidas invariantes para P. Se essas medidas
invariantes forem finitas, entdo podem ser normalizadas para
fornecer uma distribui¢3o invariante.

0 2/3 1/3
Exemplos. 1) P=(1/3 0 2/3
2/3 1/3 0
P ¢ irredutivel e duplamente estocistica', logo, 7 = (3,3, 3) é a

distribuic3o invariante.

Mas 7 e P ndo estdo em equilibrio detalhado e logo a cadeia ndo é
reversivel.

S esPy=1Vyes



Exemplos (cont)

2) PAS com reflexdo na fronteira
p=1-q€(01)

0 1 x—1 X x+1 M-1
P q
- - ,—/\ ,—/\
As equagdes de ED sdo: px Pxx+1 = tix+1 Pxyix, x=0,...,M — 1.
Equivalentemente: piy+1 = g,uX, x=0,....,M—1.
Uma solugdo: puy = (%)X, x=0,...,M.

Logo, u normalizada, 7, digamos, é a distribuicdo invariante,

e a cadeia comegando de 7 é reversivel (Vp € (0,1)).

2') M = co: resultado vale se 0 < p < 1.



Exemplos (cont)

3) Processo de Nascimento e Morte (PNM)

o o Qx Dy Px=1-q,€(01), x=0

NN

0 1 x—1 x x+1

Equagdes de ED: fixpx = fxt1Gx41 € fixt1 = Pxbbxr Px = 2=, x > 0.

Gxt1’

~ x—1 x—=1 py
Uma solugdo: po =1, pux =[], —gpy = [, ql:+1’ x > 1.

— X Py 3 — i
Logo, se >, >1 kx = Duz0 [[y—0 5,5 < o0, entdo m = p normalizada
¢ a distribuicdo invariante, e a cadeia comecando de 7 é reversivel.
Em particular, se p, = p < 1/2, entdo 7 é a distribuicido Geométrica com

pardmetro de sucesso 1 — p:=1— g > 0.



Exemplo 3. Obs.

Pode-se mostrar que neste modelo a condicido necesséria e
suficiente para transitoriedade ¢ >- o[} p

Segue a seguinte classificacido do PNM:

i) Se >0 ll5—0 p < 00, entdo o PNM ¢ transitério;

.. qy __ X Py __ 3 A
ii) Se Zx>o Hy 0p = szo Hy:() a1 = 00 entdo o PNM é
recorrente nulo;

I”) Se ZXZO H;:O qfil

O caso px = p < 1/2 foi discutido no slide anterior; se p =1/2,
entdo segue do critério acima que o PNM ¢é recorrente nulo; e se
p > 1/2, entdo temos transitoriedade.




Exemplos (cont)

4) PAS num grafo conexo
Seja G = (S, &) um grafo, em que S sdo os sitiost e &£ os elos
(conectando pares de sitios de §). Por exemplo:

1 2

S=1{1,2,34}
€=1{(1,2),(1,3),(2,3),(2,4),(3,4)}

3 4
Para x € S, seja Vi = {y € S: (x,y) € £} o conjunto de vizinhos
mais préximos de x, e v, = valéncia de x = #V, o nimero de tais
vizinhos.

Como G é suposto conexo: vy, > 0 Vx € S. Vamos supor
adicionalmente que v, < 0o Vx € S.
fIs| = 2
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Exemplo 4 (cont)

CM: A partir de x € S, a cadeia salta para um dos vizinhos de x
uniformemente ao acaso, isto €,
1
Py =—,y €V,
Vx
Entdo, a medida v := {vy, x € S} esta em equilibrio detalhado
com P (claramente); logo, se S for finito, como P é irredutivel,

m=1y 06 =3 .5V éa distribuicio invariante de P,

e X ~ CM(m, P) é reversivel.
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Exemplos (cont)

4') Cavalo de xadrez aleatério

A cada salto, cavalo faz todo
movimento permitido com igual
probabilidade.

Comecando de um canto,
quanto tempo em média leva
para voltar?
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Exemplo 4" (cont)

ve = 2, e verifique que a CM é irredutivel, e que no tabuleiro

(completo) de xadrez ha

» 4 casas com valéncia 2,
» 8 casas com valéncia 3,
» 20 casas com valéncia 4,

» 16 casas com valéncia 6 e

» 16 casas com valéncia 8
1 1 V.
" ]EC(TC) = = Ve = ZXES -
e Tesw Ve
_4><2—|—8><3+20><4~|—16><6—|—16><8
- 2
=168
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Teorema Ergddico

Seja (X,) ~ CM(:,P)em S. Parax € Sen>1, seja

n—1

Vie(n) = 1{X; = x}
i=0
o ndmero de visitas de (X,) a x até o instante n — 1.

Teorema 2 (Teorema Ergddico)

Suponha P irredutivel, e tomemos ;1 uma probabilidade qualquer em S.

Seja (X,) ~ CM(u, P).

Vi
(n) — — qc.

n  n—oo my

a) Ent3o, para todo x € S:

b) Se além disso P for recorrente positiva, entdo V f : S — R limitada,

temos:
n—1
a, F._ _
n Z; F(Xi) = Fi=Eq(f(X0)) = Z:S Femy,
= S

onde 7 € a distribuicdo invariante para P.
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Dem. do Teorema 2

a) Se P for transitdria, entdo Vi(00) = limy_0e Vi(n) < 00 qc.

Vi (n) Vi (00)

n

limsup,_ye0 < limsup,_ =0qc

Se P for recorrente, entdo, dado x € S, seja H* o tempo de
chegada a x. Pela PFM, (Xn, 1n)n>0 ~ CM(dx,P) §, e

—1 _1
IS H{Xi =x} = 32770 1{ Xy = x}

=1 X =X} T < B 0qc,

n—o0

ja que H* < o0 qc.

Basta ent3o considerar o caso em que p = dy.

86, é a distribuicdo em S que atribui probabilidade 1 a x.
5271, = 0 por convengio.
15



Dem. do Teorema 2 (cont)

Sejam T\ =0, e para r > 1, T\ =inf{n> TV : X, = x},
e S = TN — TV Pela PFM:
Sy), r > 1, é uma sequéncia iid com E(Sﬁl)) =E,(Tx) = mx.

Note que T = 37 60 & T{4MD o V()

s DY )

—t
0 T @ TOO-D g 70

Vi(n) — 1 T (Va(n)—1) n 7(Va(n)
- al < < X _
Vi(n) Vi(n)—1 = Vi(n) = Vi(n)

Logo,
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Dem. do Teorema 2 (cont)

Como Vi (n) — oo qc (pela recorréncia), temos, da Lei Forte dos
n—oo

Grandes Nidmeros, que o quociente do lado dir e 0 2° quociente do

lado esq, ambos, —> my qc I, e 0 1° quoc do lado esq 251
n—o0

V, (n) [ 1
qc X q
Logo, 7\&(”) 2 Mmx e . = P Uay

b) Podemos supor maxyes|f(x)| < 1. Entdo

Va(n) _

< ZXES

L3 A0 — 7] < B | (A2 - )

Vi (n)

, (4)

_7Tx — Tx

- ZXEU

+ ZXGS\Z/{

n

onde U C S a ser escolhido mais abaixo.

”Mesmo quando my = 0O, COMO OCOrre no Caso recorrente nulo.
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Dem. do Teorema 2 (cont)

A Ultima soma em (4) pode ser cotada superiormente por

D oxes\u (VX(n) + 7rx> =2 xes\u (Vx,Sn) ) + 23 es\u T

== eu (ersn) - 7Tx> +23 es\u Tx

< ZXEZ//

_7TX +22X€S\Uﬂ—x

n

Logo, (4) pode ser cotada superiormente por

Vi (n)

2 ZXGM

— Ty

+ 2 ZXGS\M Tx.
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Dem. do Teorema 2 (cont)

Agora, dado ¢ > 0, escolhamos U finito tq er:;\u Tx < 5

(o que é possivel por 7 ser probabilidade). Entdo,

=0, por a)
_ 12 _ _ Vi(n)
I|msup72f(X;)—f’§2Z lim — Ty | +€
oo 15T, eu "

:6,

e o resultado segue de € ser arbitrario.
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Aplicacoes

Votando ao exemplo do passeio aleatério num grafo conexo finito,
podemos usar a frequéncia empirica %Vn(x) para estimar a valéncia
relativa do sitio x (ja que, como segue do Teorema Ergddico,

v 1 .
ooy Y V,(x) quando n é bastante grande).

Ideias como essa sdo usadas por mdquinas de busca na internet (para
estimar quais sdo as paginas mais acessadas).

Outros aplicacdes dessas ideias se ddo na simulag3o de distribuicdes de
probabilidade, que podem ser dificeis de estimar mais diretamente (p.ex.,
em reconhecimento de imagens). Uma opgdo é achar uma Cadeia de
Markov mais facil de simular (digamos irredutivel, recorrente positiva e
aperiédica) cuja distribui¢do invariante é a distr de interesse (MCMC):

Do Teorema Ergddico, de novo, %Vn(x) ~ Ty, O peso em x da
distribuicdo de interesse.

Métodos para achar tais cadeias existem em varios casos, normalmente
envolvendo cadeias reversiveis (p.ex., o método de Metropolis-Hastings,
mas hd muitos outros).
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